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Justifique adequadamente todas as respostas.

1. Seja V = {(z,y,2) € [-1,1] x[0,1]? CR3:0< 2<2? 0<y<a?<1}eg:[-1,1] x[0,1]> = R uma
fungao integravel.

a) Exprima o integral [| fv g(z,y, z) dr dy dz como um integral integrado triplo ou soma de integrais iterados
triplos por uma ordem de integrag@o a sua escolha.

b) Determine o valor de [[[,, xdxdydz.

2. Considere uma funcao definida num subconjunto D de R3 por

/1 — 22 _ 2
f(z,y,2) = #
a) Determine o dominio D de f.

b) Determine int D, dD e D e decida se D é aberto, fechado, conexo ou limitado.
¢) Decida se f é ou ndo prolongével por continuidade a (0, 0, 0).

d) Decida se f é ou ndo uma fungéo limitada.

3. Considere fungoes F : R? — R com F € C%(R?) e G : R? — R definida por G(z,y) = F(x — y*, 22 — y).
a) Relacione VG(1,1) e VF(0,0) e aproveite para mostrar que VG(1,1) # (0,0) se e sé se VF(0,0) # (0,0).
b) Exprima %gy(l, 1) em termos de derivadas parciais de F' adequadas.

4. Decida se a fungio h : R2 — R definida por h(z,y) = e@ D" T@=1% L (z —1)(y — 1) 4 (z — 1) tem ou nio
um ponto de extremo local em (1,1).

5. Considere a uma funcao h : R?> — R definida por

z?sen?y

hay) = Erag S @) # 0.0,
07 se (xvy) = (0,0)

a) Decida se h é ou nao diferencidvel em RZ.

b) Justifique que o contradominio da restricdo de h a uma qualquer bola fechada centrada em (0,0) é um
intervalo da forma [0, @] com « € ]0,1].



(5,0)

(4,0)

Solucao

1. Seja V = {(z,y,2) € [-1,1] x 0,12 CR3:0< 2<2? 0<y<a?<1}eg:[-1,1] x[0,1]> - R uma
funcao integravel.

a) Exprima o integral [ fv g(x,y, z) dz dy dz como um integral integrado triplo ou soma de integrais iterados
triplos por uma ordem de integragao a sua escolha.

2

9(,y, z) d2> dz dy

/// g(fv,y,Z)dfvdde=// /
\% {(z,y)eR?2:0<y<z2<1} 0
1 T z?

LI

2

(/0 g(z,y, 2) dz) dy) dx

b) Determine o valor de [[[,, xdxdydz.

/[ ( /j ( /jm) dy) -
[-1,1] 9x»—>/022 </Om2xdz> dy

visto a fungao

ser uma fun¢ao impar.

2. Considere uma funcdo definida num subconjunto D de R? por

J1 — 2 — g2
f(mvy)z)z%

a) Determine o dominio D de f.



D={(z,y,2) eR®: 22 + > < 1,2 > 0}.

b) Determine int D, dD e D e decida se D é aberto, fechado, conexo ou limitado.

intD:{(zvyaz)€R35$2+y2<1,2>0}7
8D:{($’y’z)ERg:$2+y2=17220}u{($,y72’)€R3:x2+y2§1’zzo})
D={(x,y,2) eR®:a® +¢> < 1,2 >0}

Como int D # D D néo é aberto.
Como D # D D nio é fechado.

Como D é convexo (é um cilindro de raio 1 tendo como eixo o eixo dos zs limitado inferiormente pelo
plano z = 0 e néo incluindo este) é em particular conexo.

Como todos os pontos da forma (0,0, k) com k € N pertencem a D, D ndo é um conjunto limitado.

c¢) Decida se f é ou ndo prolongével por continuidade a (0,0, 0).

Como lim,_,q f(0,0, z) = +00 concluimos que nao é possivel prolongar por continuidade f ao ponto
(0,0,0).

d) Decida se f é ou ndo uma fungao limitada.

O limite calculado na alinea anterior também mostra que f nao ¢é limitada.

(4,0) 3. Considere fungoes F : R? — R com F € C%(R?) e G : R? — R definida por G(z,y) = F(x — y*, 22 — y).
a) Relacione VG(1,1) e VF(0,0) e aproveite para mostrar que VG(1,1) # (0,0) se e sé se VF(0,0) # (0,0).

Como a aplicagao (r,y) — (z — 3%, 2% — y) tem funcdes coordenadas polinomiais, trata-se de uma
funcao de classe C*°(IR?) o que torna possivel usar o teorema de derivacio da funcio composta para
calcular derivadas parciais de primeira e segunda ordem de G em termos de derivadas parciais de
primeira e segunda ordem de F. Assim

oG

2 -
08 ) = DiF (e~ 02— ) 2V pyF(e 2,02 ) 20

ox Ox
=D1F(x— y? a? — y) + Do F(z — y? a? — y)2x,
oG

_ 2 2
aﬁy(I,]J) = DlF(LE — y27x2 — y)M + DQF(I _ y2,x2 - Q)M

Jy Jy
_ 2 2 2 2
=-Di1F(x —y*, 2" —y)2y — Do F(x — y*, 2" — y).

Particularizando para (x,y) = (1,1) obtém-se

aG
ox
oG

ay
As igualdades anteriores formam um sistema relacionando linearmente o gradiente de G em (1, 1) com
o gradiente de F' em (0,0). Como o determinante da matriz definindo esta aplicac¢do linear ndo é nulo
(é 5), o gradiente de F' em (0,0) é nulo se e s6 se o gradiente de G em (1,1) é nao nulo.

(1,1) = D1 F(0,0) + 2D, F(0,0),

(1,1) = —2D, F(0,0) — D2 F(0,0).




(3,0)

b) Exprima gj—%(l, 1) em termos de derivadas parciais de F' adequadas.

Prosseguindo os cédlculos da alinea anterior

0*°G 0 (8G>

0zxdy " o ('Ty
0
= % (=D1F(z — y*, 2% — y)2y — DoF (2 — y°, 2% — y))

=—Dy F(z — y*, 2> — y)2y — D1 F(z — y°, 2% — y)day
— DioF(z — y?, 2% —y) — Do F(z — y*,2° — y)2z
donde
902G
M(l, 1) = —2D11 F(0,0) — 5D15F(0,0)4zy — 2D2,F(0,0)

[Note que na 1ltima expressao usou-se a igualdade das derivadas cruzadas de F'.]

4. Decida se a funcio h : R2 — R definida por h(z,y) = @+ 4 (z = 1)(y — 1) + (z — 1)3 tem ou nio
um ponto de extremo local em (1,1).

As derivadas parciais de primeira ordem de h séo

? =2(z — 1)6(””—1)2-i-(y—1)2 +y—1+3(x—1)72
x
%Z =2(y — 1)6(1”—1)2-#(1/—1)2 +r—1.
donde oh oh
—(1,1) = —(1,1) =
SR = L) =0

isto é, (1,1) é um ponto de estacionaridade de h.

Calculando derivadas parciais de segunda ordem obtemos

% - 1)26(”‘_1)2“‘”_1)2 4 201>+ (w=1)% | 6(x—1)
= Az = 1)y~ DO
ZZ}; =4(y — 1)23(%—1)2-&-('&/—1)2 + 2e(@= D) Hw=1)*
donde
%(17 1)=2
88;(;;(17 D=1
22};(1, 1)=2

donde a matriz hessiana de h no ponto (1,1) é

Hp(1,1) = [? ﬂ




que define uma forma quadratica definida positiva (note que o determinante da matriz é 3 > 0 pelo que
os valores préprios sao nao nulos e tém o mesmo sinal e que o respectivo trago é 4 > 0 pelo que os valores
préprios sao positivos). Dai que o termo de segunda ordem da férmula de Taylor de h relativamente ao
ponto (1,1) é uma forma quadrética definida positiva e (1,1) é um ponto de minimo local.

[Da forma que a pergunta estava formulada bastava reconhecer que se trata de um ponto de extremo
local & custa do sinal do determinante da matriz hessiana. Acima optou-se por indicar o pouco mais que
é preciso para decidir que se trata de um ponto de minimo local.]

(4,0) 5. Considere a uma fungao h : R? — R definida por

z2sen?y

My = 4 gy %@ # 0.0,
07 se (:Evy) — (0,0)

a) Decida se h é ou nio diferencidvel em R2.

No complementar da origem podemos dar & funcao a forma de um produto de uma funcgao racional
(diferencidvel) pela funcdo (z,y) + sen?y. Esta tltima funcio pode exprimir-se como o quadrado
de seny que pelo teorema de derivacao da fung@ao composta, diferenciabilidade do quadrado, dife-
renciabilidade do sen e diferenciabilidade da aplicagao linear (z,y) — y também se reconhece como
diferencidavel. Pela diferenciabilidade do produto concluimos da diferenciabilidade da fun¢ao no com-
plementar da origem.

Para estudar a diferenciabilidade em (0, 0) notamos que h é identicamente 0 sobre os eixos coordenados
pelo que as suas derivadas parciais em (0, 0) sdo ambas nulas. Assim, para estudar a diferenciabilidade
em (0,0) basta estudar o limite

x?sen?y

lim
(2,9)—=(0,0) (22 + 4y?)/a? + y?

para verificar se existe e é 0 ou nao.

Notando que, para todo o y € R, temos |seny| < |y|, e, para todo o (x,y) € R?, temos x? + 4y? >
2?2 4+ 92, 22 < 2?2+ y? e y? < 22 4 92, obtemos a estimativa

2 a2 2,2 2 212

x°sen” y x7y (z* + y9)
< < < — x2—|— 2
T (a2 4y2) /22 + g2 (22 + y2)3/2 = (22 + y42)3/2 \% Y

z2sen?y

. 5 3 . L e e,
pelo que dado € > 0 podemos garantir que ) Jare < €ese\/x?+y? <eg isto é o limite é 0 e

a fungao diferenciavel.

b) Justifique que o contradominio da restricdo de h a uma qualquer bola fechada centrada em (0,0) é um
intervalo da forma [0, «] com « € ]0,1].

Uma bola fechada é um conjunto convexo, logo conexo, e é um conjunto limitado e fechado. Como h
¢ continua em R?, os teoremas do valor intermédio e de Weierstrass garantem que o contradominio
serd um conexo limitado e fechado de R, logo um intervalo limitado e fechado. Como

72

<h < —<1
0< (w7y)_x2+4y2_

e h(0,0) = 0, o contradominio serd um intervalo da forma indicada.




